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Е.А.КУРИЛОВ, НТУ «ХПИ» 
ВЛИЯНИЕ ПРИСОЕДИНЕННЫХ МАСС НА ДИНАМИЧЕСКУЮ 
УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК В 
СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ 
Розглядається аеропружня стійкість циліндричної оболонки з приєднаними масами в надзвуковому по­
тоці газу. Рівняння теорії пологих оболонок Донела-Муштарі-Власова використано для аналізу динамі­
ки оболонки. Взаємодію потоку та оболонки описано за допомогою лінійної поршневої теорії. Дискре­
тизацію проведено за допомогою методу Бубнова-Гальоркіна. Проаналізовано ефект віброгасіння. 
The aeroelastic stability of simply supported cylindrical shell with localized masses in supersonic flow 
is investigated. The Donnell-Mushtari-Vlasov nonlinear shallow-shell theory is used to describe the 
shell dynamics. Linear piston theory is applied to describe the fluid-structure interaction. The system is 
discretized by the Bubnov-Galerkin procedure. The dumping effect is analyzed. 
Введение. На протяжении последних десятилетий существует повышен­
ный интерес к проблемам динамики цилиндрических оболочек в сверхзвуко­
вом потоке газа. Причина этого заключается в том, что упругие оболочки яв­
ляются важнейшими несущими элементами в конструкциях летательных ап­
паратов или других технических объектов, находящихся под действием ин¬
тенсивных аэродинамических сил. Подавляющее большинство работ посвя¬
щено исследованию оболочек идеальной формы. Однако анализ динамиче¬
ского поведения реальных тонкостенных конструкций при обтекании их 
сверхзвуковым потоком свидетельствует о существенном влиянии на их ус¬
тойчивость и прочность локальных неоднородностей типа присоединенных 
масс, представляющих собой в реальной конструкции различные датчики и 
другие элементы. При определенных условиях действие этих элементов экви-
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валентно действию динамических гасителей колебаний [2]. Таким образом, 
проблема распределения элементов конструкции по несущей поверхности а 
также (при необходимости) добавление в конструкцию новых элементов яв­
ляется важнейшей задачей проектирования летательных аппаратов. 
В данной работе поведение оболочки с сосредоточенными массами в 
сверхзвуковом потоке газа рассматривается с использованием нелинейной 
теории пологих оболочек и так называемой «поршневой теории» [7,8], кото¬
рая применяется для описания аэроупругих взаимодействий. Такой подход 
обеспечивает достаточную точность анализа в широком диапазоне внешних 
нагрузок и амплитуд колебаний, а также позволяет выделить важные режимы 
движения упругой системы. 
1. Постановка задачи. Общая постановка задачи нелинейных колебаний 
упругих цилиндрических оболочек с присоединенными массами, обтекаемых 
потоком газа, довольно сложная. Это связано с необходимостью рассмотре­
ния связанной динамической системы типа «оболочка - абсолютно твердое 
тело (жестко или упруго присоединенное к оболочке) - газовый поток», не­
прерывно изменяющей свои динамические характеристики. Задача флаттера 
по своей природе является существенно нелинейной. 
В качестве исходных разрешающих уравнений оболочки используются 
хорошо известные уравнения Доннелла-Муштари-Власова [6-8,12,14]: 
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Здесь м> - динамический прогиб; Ф - функция напряжений в серединной 
поверхности; х,у - продольная и окружная координаты срединной поверхно­
сти соответственно; Ь(м>,Ф) и V 4 - хорошо известные дифференциальные 
операторы; к - толщина оболочки; Б - цилиндрическая жесткость; р - плот­
ность материала; Я - радиус оболочки. Связь между усилиями, действующи­
ми в срединном слое оболочки, и перемещениями имеет вид [15]: 
N.. 
ЕИ I Эи 1 
і - а 2 
ЕИ 
+ 
Эх 2 
ГГ)У 
Эх [Эу 
м> 1 
Я+2 
1 - а 2 
ЕИ 
Э У + 2 
' Э * у 
Эу 
, 1 ^ —+а — 
у Я [Эх 
I Эи + ЭУ + ЭЫ> ЭЫ> 
2(1 + а) [Эу Эх Эх Эу 
2 
Эх 
Аэродинамическое давление Р аппроксимируется следующим выраже-
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нием в соответствии с линейной «поршневой теорией» [6,16]: 
1 dw dw 
+ M „ — 
dt dx 
(1.2) 
где x - показатель политропы; P M , aM - давление и скорость в невозму­
щенном потоке; M M - число Маха в невозмущенном воздушном потоке. 
Линейная «поршневая теория» (или «закон плоских сечений») - наиболее 
простой вариант приближенных теорий определения зависимости аэродина­
мических сил от возмущений обтекаемой поверхности. При достаточно боль¬
ших сверхзвуковых скоростях поршневая теория дает вполне приемлемые ре¬
зультаты, согласующиеся с экспериментальными данными [3-5,17,18]. 
Взаимодействие оболочки с жестко присоединенными осцилляторами 
описывается с помощью двумерного оператора Дирака 8(x - xt, y - yt) [1], 
где xi, y i - координаты точек крепления осцилляторов на поверхности оболоч­
ки; в уравнениях (1.1) цi представляет собой массу i-го осциллятора, N - коли¬
чество осцилляторов. 
Уравнения Доннелла-Муштари-Власова дают приемлемый результат 
только при выполнении условия h << R. Перемещения в плоскости должны 
быть малы, т.е. |и| << h, |v| << h, тогда как прогиб w может иметь тот же поря­
док что и толщина оболочки, |w| = 0(h). 
Если пользоваться гипотезой прямых нормалей, то для каждой точки 
контура необходимо удовлетворить четырем граничным условиям. 
В данной работе рассматриваются бесконечно длинные периодично 
опертые оболочки, и во внимание берется область оболочки длины L, лежа¬
щая между двумя опорами. В этом случае на концах оболочки должны быть 
удовлетворены следующие граничные условия: 
d w d w 
w = 0, Mx =-D —r + ^ T T = 0. (1.3) 
dx dy 
Здесь Mx - изгибающий момент. Два других условия имеют вид: 
и = 0, v = 0. (1.4) 
Более того, и, v, w должны быть непрерывны по координате у. 
2. Дискретизация задачи. В общем случае точное аналитическое реше­
ние сформулированной задачи пока не получено. Как и при решении задач 
нелинейной динамики оболочек с присоединенными массами в покоящейся 
среде, приходится прибегать к использованию различных приближенных под¬
ходов. Как правило, на первом этапе задача с распределенными параметрами 
сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Чаще всего 
для этого применяется метод Бубнова-Галеркина. 
Для расчета колебаний оболочки в потоке газа ограничимся учетом че¬
тырех форм изгибных колебаний [8]: 
w = f sin rx sin sy + f2 sin rx cos sy + 
, (2.1) 
f 3 sin 2rx sin sy + f4 sin 2rx cos sy + f * (x, t) 
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Здесь 5 = и/Я, г = тк1Ь, причем т = 1. п представляет собой число полных 
волн по окружности, т - число полуволн по области оболочки длины Ь. 
Функция/ отражает вклад нелинейных факторов в динамический прогиб. Для 
ее определения используем условие непрерывности (замкнутости) окружных 
перемещений по контуру [6-8]: 
\У 1 | 
о R 2 
: 0 - (2.2) 
В результате приходим к зависимости 
П 2 
f *(x, t) = — [(f1 sin rx + f3 sin2rx) 2 + (f2 sin rx + f4 s in2rx) 2 ] . ( 2 . 3 ) 
Следует отметить неслучайность выбора четырехмодовой аппроксима¬
ции функции прогиба. В предшествующих работах было показано [8], что 
учет меньшего числа форм изгибных колебаний не позволяет достоверно ис¬
следовать связанную систему «упругая оболочка - газовый поток». Использо¬
вание же большего числа членов ряда приводит к заметному усложнению 
аналитического исследования системы, не оказывая при этом существенного 
влияния на результаты исследования. 
Очевидно, что колебания с наибольшими амплитудами реализуются по 
первой форме, и, следовательно, эта форма представляет наибольший в плане 
ее гашения интерес. В связи с этим в качестве точки крепления осцилляторов 
по продольной координате примем xi = L/2, что также существенно облегчит 
дискретизацию задачи. В тоже время координаты крепления осцилляторов по 
окружности (а также их количество) примем произвольным. 
Применяя метод Бубнова-Галеркина к системе (1.1), получаем уравнения 
движения, связывающие неизвестные функции fi(t), i = 1 ,2,3,4: 
(1 + 71) f + Yf + off + Or1 - ввз = Z ; 
(1 + 7 2 ) Л + 7ЗЛ + ®lfi +f - f = Z 2 ; ( 2 4 ) 
+ ... + ... 
Здесь coi - собственные частоты линейных колебаний оболочки; 
а=ХР^_; в= 8 ; (2.5) 
ркагх 3 Ькр 
2{ - нелинейные относительно обобщенных перемещений £ и их произ­
водных функции (/ = 1,2,3,4). Явные выражения для этих функций здесь не 
представлены из-за их громоздкости. 
Коэффициенты у ь у2, у3 представляют собой вклад сосредоточенных масс 
в линейную часть системы: 
N и (у. Л 
Yi = 2 ^ (sign(2nR - у,) + sign(yt sin 
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г 2 = 2 ^ (^п(2лЯ - у,) + у,)) — '- 0082 
и М 
2 £ (я£п(2яЯ - у,.) + sign(у,)) я г / ^ - 1со / 7з = • 
,=1 М 0 ^ Я ) \ Я ) 
где М 0 = 2жЯЬкр - масса незагруженной оболочки. В данной работе от­
ношение (1/М0 принималось порядка 0,1-0,2 % с суммарной массой всех ос­
цилляторов не превышающей 2 % от массы незагруженной оболочки. 
3. Граница устойчивости. Для нахождения линейной границы устойчи¬
вости положения равновесия системы (2.4) линеаризуем систему и полагаем 
Л ~ ек. Решая задачу на собственные значения 
2 2 2 (1+/1 )к 2 +а{ + ка у3 к2 - в 0 
73 к2 (1 + 7 2)к 2 + ю12 + ка 0 -в 0 
в 0 к2 +ю2 2 + ка 0 
0 в 0 к2 +ю2 2 + ка\ 
и рассматривая все возможные случаи, когда их вещественная часть ста¬
новится положительной, строим границу флаттера. 
При численном расчете физические и геометрические параметры систе¬
мы были приняты постоянными, 
р = 8905,37 к/м3; Е = 2 • 1011 Па; ц = 0,35; п = 21; % = 1,4; 
М „ = 3; а „= 213 м / с; Я = 0,2м; Ь = 0,4м; к = 0,1 • 10 - 3 м. 
Следует отметить, что выбранное здесь число волн в окружном направ¬
лении п = 21 не является случайным. Для выбранных параметров системы оно 
соответствует нижней границе появления флаттера для гладкой оболочки [9]. 
Для простоты расчетов в данной работе все ^1 приняты одинаковыми. 
Крепление осцилляторов по окружности контура - симметричное, на равном 
расстоянии друг от друга. 
На рис. 3.1 приведены критические значения аэродинамического давления 
(при котором тривиальное положение равновесия становится неустойчивым и 
возбуждаются автоколебания) для различного числа осцилляторов N (от 1 до 6). 
Как показывают расчеты, для системы с сосредоточенными массами количеством 
от 1 до 3 граница устойчивости практически не различается и близка к границе для 
гладкой оболочки. Начиная же с N = 4 граница начинает существенно повышать¬
ся. Причем, как показывает прямое численное интегрирование нелинейной систе¬
мы (2.4), как и в случае гладкой оболочки, полученная линейная граница возник¬
новения флаттера оказывается завышенной. В линеаризованной системе при док-
ритических (дофлаттерных) значениях давления набегающего потока движение 
системы будет носить затухающий характер, при закритических наступает дина¬
мическая неустойчивость. В случае же, когда нелинейные члены 2{ учтены, коле­
бания в области флаттера перестают носить периодический характер. А именно, 
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на достаточно большом промежутке времени возникающий предельный цикл ста¬
новится неустойчивым и в системе реализуется переход от этого предельного цик¬
ла к колебаниям типа биений. 
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Рисунок 3.1 
Как видно из рис. 3.1, с ростом числа сосредоточенных масс растет и 
граница возникновения флаттера. Однако в данном случае рост числа осцил¬
ляторов означает и рост их суммарной массы, что может быть недопустимо 
при проектировании реальной конструкции с точки зрения экономичности. В 
связи с этим встает вопрос о поиске некоего оптимального отношения «коли­
чество осцилляторов - суммарная масса». 
На рис. 3.2 приведены значения критического аэродинамического давле¬
ния для систем, несущих различное количество присоединенных масс в слу¬
чае, когда их суммарная масса остается неизменной (в данном случае состав¬
ляющая 1 % от массы незагруженной оболочки). 
Из рисунка видно, что наилучший эффект «поднятия» границы возник­
новения флаттера дает случай, когда число осцилляторов N = 4, т.е. мини¬
мальное для достижения эффекта виброгашения число осциллятор в то же 
время является и оптимальным. 
Выводы. Была проведена дискретизация исходной модели нелинейных 
колебаний цилиндрической оболочки с сосредоточенными массами в сверх­
звуковом потоке, в результате чего задача была сведена к анализу системы с 
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четырьмя степенями свободы. Получены границы флаттера для оболочек с 
различным числом осцилляторов. Определено оптимальное для виброгашения 
число осцилляторов N. 
N=8 . 
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Е.Ю.МИСЮРА, ХНЭУ 
МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЧТИ НЕСЖИМАЕМЫХ НЕОДНОРОДНО 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ГИПЕРУПРУГИХ ТЕЛ 
ВРАЩЕНИЯ 
Викладена методика чисельного розв'язання осесиметричних (зі скрутом та без нього) фізично та геоме­
трично нелінійних задач для майже нестисливих кусково-однорідних неоднорідно трансверсально-
ізотропних та ізотропних гіперпружних тіл обертання на основі варіаційного принципу можливих пе­
реміщень у прирощеннях, який реалізується кроковим алгоритмом методу скінченних елементів. Віро­
гідність результатів, що одержуються за допомогою цієї методики, підтверджена збігом чисельних і то­
чних розв'язків лінійних (Ламе) і нелінійних (О.ІЛур'є) задач деформування порожнистих циліндра і 
сфери під внутрішнім тиском. Запропонована методика використана для вивчення НДС двох типів об'­
єктів: гумовотехнічних конструкцій (броньований шланг, різні види гумових опор і амортизаторів з об­
меженням радіальних переміщень гумових блоків) та математичної моделі лівого шлуночка серця. 
The numerical solution methodics of axisymmetric (with and without the torsion) physically and geo­
metrically nonlinear problems for nearly incompressible piecewise-homogeneous nonhomogeneously 
transversely isotropic and isotropic hyperelastic bodies of revolution on the base of the variational prin­
ciple of possible displacements in the increments which realized of the stepping algorithm of the finite 
element method was stated. The reliability of the results which received with the help of this methodics 
was confirmed by coincidence of numerical and analytic solutions of the linear (Lame) and nonlinear 
(A.I. Lurie) problems of deformation of the hollow cylinder and sphere loaded by the internal pressure. 
The proposed methodics was used for study of the stress-strain state of two types objects: the rubber-
technical structures (armoured hose, different kinds of rubber support and shock-absorbers with restric­
tion of the radial displacement of the rubber blocks) and mathematical model of the heart left ventricle. 
Анализ НДС гиперупругих тел вращения сложной формы и неоднородной 
структуры в физически и геометрически нелинейной постановке является сложной 
прикладной проблемой механики деформируемого твердого тела. Интерес к этой 
области исследований вызван внутренними стимулами развития науки и запроса­
ми практики. Задачи деформирования гиперупругих тел являются физически и 
геометрически нелинейными. Большой вклад в их изучение внесли А.И. Лурье [1], 
К.Ф. Черных [2], И.Н. Снеддон и др. [3], Л.И. Седов [4] и др. Нелинейность обу­
словлена поведением материала и наличием больших деформаций. Кроме того, к 
существенному усложнению приводят неклассическая форма тела, неоднород¬
ность его механических свойств, анизотропия и т.п. В таких случаях необходимо 
использовать численные методы, основанные на вариационных принципах меха-
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